
О разложении на примарные множители целой трансцен
дентной функции. 

Д. Д. М о р д у х а й - Б о л т о в с к о й (Ростов-на-Дону). 

§ 1. 
В е й е р ш т р а с с о в о разложение целой функции G(z) на примарные мно

жители дает 
11 = 

G(z) = C^ZP Y\ ( 1 — - ] (1) 
n = l ^ ^ 

где g(z) — полином или целая трансцендентная функция, ап — нули G(z), рас
положенные по модулям в возрастающем порядке, так что 

ори этом в ООЩРМ случае можно взять 

Z2 , , z11-1 

В том случае, когда ряд 

при некотором постоянном целом положительном со сходится, вместо значения (2) 
для Qn можно взять полином постоянной степени 

«•2 ZM 

Когда — полином, то наибольшее из чисел со и у [степень g(z)] Б о 
р е л ь называет родом (genre) целой трансцендентной функции G(z). 

Можно этот результат представить в следующей суженной форме: 
Tax как условие 

^ w < K l i (5) 

начиная с некоторого п, влечет за собой сходимость — j T + ~ i ' т а к к а к 

V —~— сходится, то можно сказать, что степень Gn(z)y которую означим че-
п * 

рез v, при условии (5) равна к 
v = к. (6) 

38* 



Б о р е л ь указывает, что в общем случае можно принять 

= E{]Sn—l), (7) У 
даже более того: 

Я покажу, что, в зависимости от быстроты возрастания \ап \ вместе с пг 

можно в зависимости от неравенств, аналогичных (5), получить значения для v. 

§ 2 . . 

Доказательс гво формулы В е й е р ш т р а с с а ведется т а к : 
Г) доказывается сходимость 

2 ) доказывается, что отношение 

&(*) 

представляет голоморфную функцию, не имеющую на плоскости ни полюсов, ни 
нулей, а потому сводящуюся к 

При доказательстве первой части, в которой и определяется степень QJz)r 

G(z) разлагается на множители 
п q 

* " - П ( , - £ ) ' * , И 

п — 1 

п = 2С 

и доказывается, что при всяком В можно взять q достаточно большим, чтобы 
F^z) было сходящимся в круге радиуса В. 

Для этого q выбирается так, что при 

n^q-\-\ U J > ^ , где а < 1. 

На основании известного условия сходимости бесконечного произведения! 
дело сводится к доказательству сходимости 

[ _ 1 / JL\ v + 1 _ 1 /_£Д ' + 2 _ ~1 

е '' + 1 к / v + 2 ( a j 1 J . 
Неравенство 

em — 1 К е I w I — 1 
дает 

_L_ 11 I v + 1 _ i _ 
K K ^ + l k l " i - e - i , а неравенство 

e ! I — 1 < I m I e 1 m I 



откуда, в силу сходимости 

в 1, + 

, так как 

В 
= l im — <Г а <С 1, 

можно видеть 

3. 

Полагая v —[— 1 = S (п), придадим 

Q(n) 
v + l 

ф о р м у 

и, затем, положим 
С - l g » ( n ) 

Тогда 

I I 
Q(n)=[d(n)] 1 * Ы а « ) 

Полагая 0=2, Цп) = п, ф(«п") = J «-Л' 
ж замечая, что 

< 
оудем иметь 

Q(n) 

1 I а* Г 

Мы можем утверждать сходимость 

1 

сравнивая его с сходящимся рядом ^ ~ , а > 1, если, начиная с некоторого 

значения пу показать, что 
1 «„ 12 

lor _ i ! 
р * 1 ^ з 

2 * l g 1 а» 

Но это и имеет место в действительности, так как можно п выбрать всегда 

таким, что уг\ап[у>В, а из последнего неравенства выводится, что 



Таким образом получаем, что условие сходимости соблюдено для значе 
ний v, удовлетворяющих неравенству 

2 lg п 
' + 1 i g K l 

(10) 

Наименьшее же значение v, удовлетворяющее этому неравенству, будет 
указанное Б о р е л ем (7). 

§ 4 . 

о ^ П 

Но возьмем 8(n) = w 2 . Можно доказать, что ряд 

сходится при 5 = 2 . 

Из неравенств 

1 

вытекает, что 
п-\-\ 

lg ( w + 1 ) 
lg w 

< _ l g ( 1 _ _ ^ ) e I g ( 1 + i ) < i , 

w • lg w 
0 < 0 < 1 , lim 6 n = l 

+ 1 

1 + L W 1 + _ ^ _ y , 
1 n J \ 1 n • l g Ю/ 

откуда 
V n) \ n • lg n ^ n2 lg 2?г / ' 

и ш * [ . ^ - ' ] = i i m
 f i + l + • • ] = ' 

lim J n f - i ^ l l — 1 1 lg и = 2 lim 0. = 2 > 1, 

\ I u « + i J I 
откуда и вытекает сходимость ряда (11). 

Полагая теперь в неравенстве 

Gig 

Ig Ф (««) 
или 

Ф К ) 6 

(11) 

(12) 

при котором имеет место еходимость ряда (9), 6 ( a n ) = K I , @—%> получаем: 

3 
l g n + 3 lg (lg и) 

v + 1 
lg I (I 

и наименьшее v будет 

v = J5 

ниже Б о р е л е в с к о г о (7). 

2 lg » + 8 lg (lg и) 
(13) 



Полагая общее 
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§ 5. 

тт(м) • lgd(n) 

где т т ( п ) > 1 , но при этом Пппг(м) = 1, при 8(w) = w мы выводим достаточные 
условия сходимости 1Q(n) и 2 | « f J 

lg !«« I т е ( ж > — l g ^ ( n ) > l g * | a n | 

а. (14) 

61а Н я > 

Если ф | а п | = | а п | , то 

| а я | 1 " Й > Д . (15) 

Это неравенство при достаточно больших ю будет выполнено, если 

Ti(n) 1 
со(п) тг(«) 

имея своим пределом нуль, вместе с тем таково, что 

lim К ! *<и> = оо. 

V " < К ] , 
Прежде всего, полагая 

замечаем, что можно взять 

/ l g w 
что дает 

Но при 
\<*п\*{п)>п* 

lg n 

1 
] g ri = £ 7 =

 ] g » = ^ ( l g *)" - 1 

к lg n 

lim lg T| = oo , T] = oo , 
n= CO 

так что можно взять 

v + l ^ f c f l — 

Наименьшее значение 
^ 1 ' l g м / 

1. (16) 

Далее, при условии 
tylg w < | a j 
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можно взять 

ибо 

1 

# lg (lg ») 

lim [lg w] ̂  = о о . 
И — 00 

Вследствие чего должны взять 

v + 1 5 

и вместо формулы (16) взять 

v=JE? 

lg w 

1 — 
^ l g ( l g п 

lg (lg n) 

7; • lg w 
1 

^ l g (lg w) 

Такие же формулы получаем и при 

lg (lg п) 

y\g (lg w ) < «„ | 

I l g [ l g ( l g w ) ] < K l 
и т. д. 

( I T ) 

Sur la decomposition en facteurs premiers de la fonction trans-
cendente entiere. 

P a r M. D. M o r d o u h a y - B o l t o v s k o y (Rostoff-sur-Don). 

(Bcsume.) 

Dans la formule cle W e i e r s t r a s s 
П — GO 

on peut indiquer pour v [degre du polynome Qn(#)] pour n suffisamment grand les 
formules su ivantes : 

pour 

v = E / ^ - r - \ — 1 ( J > 1 ) vr»<\an. 
1 

1 

Y\gn<\an\ y=E 

Pig n, 

к lg n 

Л r i g ( l g w ) / 

ig (is «) 1 ( * > 1 ) 

et les formules aaalogues pour 

, ^ i i ag^ ) < i « • i . ^ i g P g ( i g » ) ] < l « « i 

etc. 


